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Einleitung. 


Über die gleichseitige Hyperbel existiert bis jetzt 
folgende Litteratur, die vorliegender Abhandlung als 
Quelle zu Grunde liegt: 


1. Briancehon et Poncelet: „Recherches sur la 
determination d’une hyperbole equilatere, au moyen 
de quatre conditions donnees“ im 11. Bande der 
„Annales de Mathömatiques“ par Gergonne pag. 
205—220 (1° janvier 1821). 

2. Bobillier: „Memoire sur I’'hyperbole equilatere‘ 
im 19. Bande derselben Annalen page. 349—359 
(1er juin 1829). 

3. Seydewitz: „Neue Untersuchungen über die Be- 
stimmung einer gleichseitigen Hyperbel vermittels 
vier gegebener Bedingungen‘ in Grunert’s Archiv 
Bd. III. 8. 225—235. 

Allen diesen Abhandlungen fehlt die Vollständiekeit 
und Einheitlichkeit der Darstellung. Eine Monographie 
über die gleichseitige Hyperbel, worin die merkwürdigen 
Ergebnisse dieser drei Quellenschriften zusammengefasst 
und durch weitere Eigenschaften der Kurve ergänzt 
werden, fehlt bislang. 

Die Schrift von Milinowski: ‚Elementar-syn- 
thetische Geometrie der gleichseitigen Hyperbel, Leipzig 
1883 verfolgt ganz andere Ziele und berücksichtigt die 
obigen drei Quellenschriften überhaupt nicht. Von der 
Asymptotengleichung ausgehend, beweist sie ausser den 
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Sätzen von den eingeschriebenen Dreiecken und den Po- 
lardreiecken der gleichseitigen Hyperbel fast nur solche 
Eigenschaften dieser Kurve, die sie mit allen Hyperbeln 
oder gar „mit allen Kegelschnitten gemein hat. Ins- 
besondere werden darin die Eigenschaften der gleich- 
seitigen Hyperbel, die sich auf ihre konjugierten Durch- 
messer, auf die Brennpunkte, auf Pole und Polaren 
beziehen, elementar abgeleitet. Leider ist das Büchlein 
nicht ganz fehlerfrei; u.a. wird darin als Ort der Mittel- 
punkte aller einem Dreieck eingeschriebenen gleichseitigen 
Hyperbeln ein Kreis angegeben, der nicht der richtige ist. 

Eine kurze zusammenhängende Darstellung der Eigen- 
schaften der gleichseitigen Hyperbel dürfte deshalb nicht 
unerwünscht sein. Die vorliegende Arbeit versucht eine 
solche Darstellung mit den Hülfsmitteln der neueren 
synthetischen Geometrie zu geben, indem sie, zum Teil 
auf neuer Grundlage, die wichtigeren Krgebnisse der 
oben genannten Quellenschriften im Zusammenhange 
wiedergibt und in einigen Punkten erweitert. 
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Eine Hyperbel heisst gleichseitig, wenn ihre Asyım- 
ptoten aufeinander senkrecht stehen, oder mit anderen 
Worten, wenn ihre unendlich fernen Punkte in zwei 
zueinander normalen Richtungen liegen. Da bei jeder 
Hyperbel konjugierte Durchmesser allemal durch die 
Asymptoten harmonisch getrennt sind, so folgt, dass die 
von konjugierten Durchmessern einer gleichseitigen Hy- 
perbel gebildeten Nebenwinkel durch die Asymptoten 
gehälftet werden. 

Die gleichseitige Hyperbel wird erzeugt durch zwei 
kongruente, aber gegenläufige Strahlenbüschel. Diese 
Büschel haben nämlich zwei Paar homologe Strahlen, die 
parallel sind, und zwar besteht wegen der Kongruenz 
der Büschel das eine Paar aus Strahlen, die mit denen 
des anderen Paares rechte Winkel bilden; die beiden 
unendlich fernen Punkte der von den zwei projektiven 
kongruenten und gegenläufigen Strahlenbüscheln erzeugten 
Kurve zweiter Ordnung liegen also in zwei zueinander 
normalen Richtungen, mithin ist das Erzeugnis eine gleich- 
seitige Hyperbel. 

Jede gleichseitige Hyperbel kann so erzeugt werden, 
denn sie wird aus je zwei ihrer Punkte, die auf einem 
Durchmesser liegen, durch kongruente gegenläufige Strah- 
lenbüschel projiziert (vgl. Reye, Geometrie der Lage, 1. 
4 Aufl suSukla/usshl6): 
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8:2; 
Beziehungen der gleichseitigen Hyperbel zu ihren Polar- 
dreiecken und den ihr eingeschriebenen Dreiecken. 


Wenn sich ein Durchmesser 8” der gleichseitigen 
Hyperbel H? um den Mittelpunkt M dreht und einen 
Winkel g’g’ı beschreibt, so dreht sich sein konjugierter 
Durchmesser d in entgegengesetztem Sinne und beschreibt 
einen gleich grossen Winkel ddı (Fig. 1); denn 9’ und d 


la 
x/ 
Ra 
\ 77 
Do 
= L 
Fig. 1. 


ıjegen symmetrisch bezüglich der Asymptote q von H2, 
ebenso aber g’ı und dı. Zugleich mit g’ und d drehe 
sich eine zu g’ parallele Gerade g um einen auf ihr 
liegenden Punkt S; da auch sie zu dem Durchmesser d 
konjugiert ist, so ergibt sich: 
„Wenn in der Ebene der gleichseitigen Hy- 
„perbel H? eine Gerade g sich dreht und einen 
„Winkel ggı beschreibt, so beschreibt der ilır 
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„konjugierte Durchmesser von H? einen gleich 
„grossen Winkel ddı mit entgegengesetztem 
„Drehungssinn.“ 


Dreht sich die Gerade g um 90°, so beschreibt der 
konjugierte Durchmesser d einen gleich grossen Winkel, 
also : 

„Den Schenkeln eines rechten Winkels sind be- 
„züglich der gleichseitigen Hyperbel zwei zu- 
„einander normale Durchmesser konjugiert.‘ 


Die beiden Winkel ggı und dıd sind gleich auch 
bezüglich des Drehungssinns; ihre Scheitelpunkte S und M 
liegen deshalb mit den Schnittpunkten gdı und gıd der 
Schenkel auf einem Kreise. Hieraus folgt: 


„Bringt man von zwei Durchmessern d und dı 
„der gleichseitigen Hyperbel H? jeden zum Schnitt 
„mit einer Geraden gı bezw. g, die dem anderen 
„konjugiert ist, so liegen die beiden Schnittpunkte 
„mit dem Mittelpunkte M von H? und dem Schnitt- 
„punkte S von gı und g auf einem Kreise.“ 


Legt man durch die Mittelpunkte O, OÖ’ zweier 
Sehnen von H? je eine Parallele zu der anderen Sehne, 
so geht der Kreis, welcher die Punkte O, O0’ und den 
Schnittpunkt der Parallelen enthält, durch den Mittei- 
punkt von H?; denn zieht man die Durchmesser M OÖ 
und MO’, so sind die Punkte OÖ, O’ Schnittpunkte von 
je einer der Parallelen mit dem Durchmesser, welcher 
der anderen konjugiert ist; sie liegen deshalb nach obigem 
Satze mit dem Mittelpunkte von H? und dem Sechnitt- 
punkte der Parallelen auf einem Kreis. 

Sind OÖ und O0’ zwei beliebige Punkte der Ebene, 
so bedenke man, dass die Polaren dieser Punkte zu MO 
bezw. MO’ konjugiert sind; es folgt dann: 
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„Ein durch das Zentrum einer gleichseitigen 
„Hyperbel H? und zwei beliebige Punkte zeleg- 
„ter Kreis geht durch den Schnittpunkt der 
„beiden Geraden, die durch je einen dieser 
„Punkte parallel zur Polare des anderen gezogen 
„sind.“ (Brianchon und Poncelet.) 

Sind die beiden Geraden g und gı (Fig. 1) bezüg- 
lich der gleichseitigen Hyperbel H? selbst konjugiert 
und sind G bezw. Gı ihre Pole, und S ihr Schnittpunkt, 
so ist das Dreieck SG Gı ein Polardreieck von H?. 
Aber G und Gı sind die Punkte, in denen je eine der 
(aeraden gı und g den der anderen konjugierten Durch- 
messer schneidet; es ergibt sich also: | 


„Die Eckpunkte eines Polardreiecks der gleich- 
„seitigen Hyperbel H? liegen allemal mit dem 
„Mittelpunkte M von H? auf einem Kreis.“ 
(Brianchon und Poncelet.) 


Bekanntlich ist jeder Punkt des einem Dreieck um- 
schriebenen Kreises Brennpunkt einer dem Dreieck ein- 
geschriebenen Parabel; zu dem vorhergehenden Satz 
erhalten wir demnach den Zusatz: 


„Die Seiten des Polardreiecks berühren eine 
„Parabel, die den Mittelpunkt M von H? zum 
„Brennpunkt hat.“ 

Ein Polardreieck, das einen Brennpunkt F von H? 
zum Eekpunkt hat, ist bei F rechtwinklig, und seine 
Hypotenuse liegt auf der zu F gehörigen Direktrix 
(Fig. 10); es folgt daraus: 

„Jeder Brennpunkt einer gleichseitigen Hyper- 
„bel H? liegt bezüglich der zugehörigen Direk- 
„trix symmetrisch zum Mittelpunkte von H?.“ 
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Man beschreibe nun der gleichseitigen Hyperbel H? 
ein beliebiges Dreieck ABC ein (Fig. 2), fälle von einem 
Kekpunkt A auf die gegenüberliegende Seite das Lot 
AD, und verbinde die beiden übrigen Eckpunkte Bı © 


Fig. 2. 


mit dem zweiten von A verschiedenen Schnittpunkt H 
des Lotes und der gleichseitigen Hyperbel; diese Ver- 
bindungslinien mögen die gegenüberliegenden Seiten in 
den Punkten D, und D. treffen. Die vier Punkte ABCH 
bilden ein der gleichseitigen Hyperbel eingeschrie- 
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benes vollständiges Viereck. Bringt man nun irgend 
zwei Paar Gegenseiten des Vierecks und die Kurve 
selbst zum Schnitt mit der unendlich fernen Geraden 
der Ebene, so erhält man nach dem Lehrsatz des Des- 
argues drei Punktepaare einer Involution. Diese Punkt- 
involution wird aus jedem eigentlichen Punkt der Ebene, 
folglich auch aus Hı durch eine rechtwinkelige Strahlen- 
involution projiziert, da ja zwei Punktepaare der Invo- 
lution, nämlich die unendlich fernen Punkte von H? und 
diejenigen der zu einander normalen Gegenseiten AH 
und BC aus H durch Paare normaler Strahlen projiziert 
werden. Die übrigen Gegenseiten, nämlich AC, BH 
und AB, CH, stehen also auch auf einander senkrecht; 
H ist demnach Höhenpunkt des der gleichseitigen Hy- 
perbel eingeschriebenen Dreiecks ABC und es ergibt 
sich: 
„Die gleichseitige Hyperbel H? enthält den 
„Höhenpunkt (den Schnittpunkt der drei Höhen- 
„lote) eines jeden ihr eingeschriebenen Dreiecks.“ 
Brianchon und Poncelet.) 

Dem Dreieck ABC lassen sich unendlich viele 
gleichseitige Hyperbeln umschreiben; sie gehen alle 
durch den Höhenpunkt H des Dreiecks ABC, bilden 
ein Büschel und bedecken die ganze Fübene. Jeder Ke- 
gelschnitt nämlich, der durch die Eckpunkte und den 
Höhenpunkt des Dreiecks geht, hat mit der unendlich 
fernen Geraden zwei Punkte gemein, die aus H durch 
normale Strahlen projiziert werden und ist demnach eine 
sleichseitige Hyperbel. Durch einen beliebigen Punkt 
D der Ebene geht eine und nur eine dieser gleichseiti- 
sen Hyperbeln; sie enthält nach dem obigen Satze auch 
die Höhenpunkte der von den vier Punkten A,B,C,D 
gebildeten vier Dreiecke; also: 
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„Jedem Viereck ABCD lässt sich eine gleich- 
„seitige Hyperbel umschreiben; diese geht auch 
„dureh die Höhenpunkte der in dem Viereck 
„enthaltenen vier Dreiecke.“ 

Bleiben wir bei Fig. 2. Die Eckpunkte des der 
gleichseitigen Hyperbel eingeschriebenen Dreiecks ABC 
und der Höhenpunkt H desselben bilden mit ihren 
Verbindungsgeraden ein vollständiges, der gleichseitigen 
Hyperbel eingeschriebenes Viereck; die Höhenfusspunkte 
Dı Ds» De. sind die Schnittpunkte der drei Paar 
(Gegenseiten des Vierecks; sie bilden also nach einem 
bekannten Satze ein Polardreieck der Hyperbel. Die 
Eckpunkte jedes Polardreiecks der gleichseitigen 
Hyperbel H° liegen aber mit dem Mittelpunkt M von 
H? auf einem Kreise; es folgt also: 

„Von jedem der gleichseitigen Hyperbel H?° 
„eingeschriebenen Dreieck liegen die drei 
„Höhenfusspunkte mit dem Mittelpunkte M von 
„H° auf einem Kreis.“ (Brianchon und Poncelet.) 
oder: 

„Die Mittelpunkte aller einem Dreieck ABC 
„umschriebenen gleichseitigen Hyperbeln liegen 
„auf dem Kreise, der durch die Höhenfusspunkte 
„des Dreieckes geht.“ 

Wir wissen bereits, dass einem beliebigen Viereck 
eine gleichseitige Hyperbel umschrieben werden kann; 
sie geht durch die Höhenpunkte der in dem Viereck 
enthaltenen vier Dreiecke. Nehmen wir nun (Fig. 2) 
zu den drei Punkten A, B, C als vierten noch den 
Punkt Cı hinzu, der zu C bezüglich des Mittelpunktes 
Mı von A B symmetrisch liegt, so gibt es nach obigem 
eine gleichseitige Hyperbel H°, welche durch die vier 
Punkte A,B, C, Cı geht. Die Geraden A B und CCı 
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sind Sehnen von H?, die sich im Schnittpunkte Mı 
halbieren; der Punkt M ist also Mittelpunkt dieser 
gleichseitigen Hyperbel und liegt folglich auf dem Kreise, 
der durch die Höhenfusspunkte des Dreiecks ABC 
eeht. Dasselbe gilt für die Mittelpunkte Ma M3 Mu 
M; Ms der fünf übrigen Seiten des Vierecks A,B, C,H. 
Der Kreis, auf dem die Mittelpunkte aller einem Dreieck 
umschriebenen gleichseitigen Hyperbeln liegen, geht 
folelich auch durch die Mittelpunkte der Dreiecksseiten 
und der oberen Höhenabschnitte. Er ist der bekannte 
Feuerbach’sche Kreis des Dreiecks, und wir schliessen: 


„Die Mittelpunkte aller einem Dreieck um- 
„schriebenen gleichseitigen Hyperbeln liegen 
„auf dem Feuerbach’schen Kreis dieses Drei- 
„ecks.“ (Brianchon und Poncelet.) 


Dass der Feuerbach’sche Kreis der Ort der Mittel- 
punkte ist, oder dass jeder Punkt P desselben Mittel- 
punkt einer dem Dreieck ABC umschriebenen eleich- 
seitigen Hyperbel ist, lässt sich wie folgt beweisen: 


Verbinden wir einen Eckpunkt des Dreiecks, z. B. 
C mit einem beliebigen Punkt P des Feuerbach’schen 
Kreises (Fig. 3) und verlängern die Strecke CP um 
sich selbst bis zum Punkte Cı dann gibt es eine be- 
stimmte gleichseitige Hyperbel H?, die durch die vier 
Punkte Cı A,B,C geht. Nach dem obigen Satze liegt 
aber der Mittelpunkt dieser gleichseitigen Hyperbel auf 
den Feuerbach’schen Kreisen der vier durch die Punkte 
A,B,C,Cı gebildeten Dreiecke. Drei dieser Kreise, 
nämlich die der Dreiecke ABC; BCG1C; CCı A schneiden 
sich im Punkte P, da ja P der Mittelpunkt der Seite 
GCı ist. P ist also der Mittelpunkt einer gleichseitigen 
Hyperbel, die dem Dreieck ABC umgeschrieben ist. 


‘Da der Feuerbach’sche Kreis durch die Mittelpunkte 
(der Dreiecksseiten geht, so ist jeder Punkt des Kreises 
Brennpunkt einer Parabel, welche die Verbindungslinien 
der Mittelpunkte Mı MeMs der Seiten des Dreiecks 
ABC berührt (Fig. 3). Diese drei Verbindungslinien 
bilden aber mit der unendlich fernen Geraden der 
Ebene ein Tangentenvierseit der Parabel; die Seiten 
des Dreiecks ABC gehen durch je einen der Punkte 
Mı, Ms, Ms; parallel zu der Verbindungslinie der beiden 


Fig. 3. 


übrigen; sie sind Diagonalen des Tangentenvierseits und 
bilden deshalb ein Polardreieck der Parabel; wir 
schliessen hieraus: 
„Die Mittelpunkte der einem Dreieck um- 
„schriebenen gleichseitigen Hyperbeln sind die 
„Brennpunkte von je einer Parabel, welche das 
„Dreieck zum Polardreieck hat.“ 
Der Feuerbach’sche Kreis, der durch die Mittel- 
punkte der obern Höhenabschnitte eines der gleichseitigen 
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Hyperbel H° eingeschriebenen Dreiecks ABC geht, 
enthält auch den Mittelpunkt M von H?. Den Höhen- 
punkt H des Dreiecks betrachten wir nun als Ähnlich- 
keitspunkt dieses Kreises und eines andern von doppelt 
so grossem Radius. Um zu Punkten des letzteren 
Kreises zu gelangen, ziehen wir von H aus gerade 
Strecken bis an den Feuerbach’schen Kreis und ver- 
doppeln dieselben; wir gelangen so auch zu den Punkten 
A, B, C und dem Punkt Hı, der dem Punkte H auf der 
Hyperbel diametral gegenüberliest. Die drei Punkte 
A, B, € und der Punkt Hı liegen also auf einem Kreis 


und es folgt: 


„Dem Höhenpunkt H eines der gleichseitigen 
„Hyperbel H? eingeschriebenen Dreiecks liegt 
„auf H? ein Punkt Hı diametral gegenüber, der 
„mit den Eckpunkten des Dreiecks auf einem 
„Kreise liegt.“ 


Legen wir (Fig. 2) durch die beiden Hyperbel- 
punkte C, Hı unendlich viele Kreise, welche die gleich- 
seitige Hyperbel H? in noch je zwei andern Punkten 
schneiden, so sind die Sehnen, welche diese andern 
Schnittpunkte enthalten, alle parallel; denn der zu Hı 
auf der Hyperbel diametral gesenüberliegende Punkt H 
ist gemeinsamer Höhen punkt der von dem Punkte C und 
den Endpunkten je einer dieser Sehnen gebildeten Drei- 
ecke; die Sehnen stehen also alle auf der Geraden CH 
senkrecht. Es ergibt sich demnach: 


„Die gleichseitige Hyperbel wird von Kreisen, 
„die durch zwei beliebige C, Hı ihrer Punkte 
„gehen, noch in Punktepaaren geschnitten, die 
„auf parallelen Sehnen liegen.“ 


Bezüglich einer Axe der Hyperbel liegt eine der 

parallelen Sehnen symetrisch zu der Sehne CHı. Also: 

„Diese parallelen Sehnen und die Sehne C Hi 

„bilden mit einer beliebigen Axe der gleich- 
seitigen „Hyperbel gleiche Winkel.“ 


83. 
Die gleichseitige Hyperbel und ihr Scheitelkreis. 
Seien nun gegeben eine gleichseitire Hyperbel H? 
und ihr Scheitelkreis K#, d. h. der Kreis, der sie in 
ihren ‘Scheitelpunkten S und Sı berührt (Fig. 4.) Wir 
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ziehen durch den Scheitelpunkt Sı eine beliebige Ge- 
rade und bringen diese mit dem Kreise K” in E, mit 
H? in G und mit der Tangente am anderen Scheitelpunkt 
S inR zum Schnitt. Der zweite Durchschnittspunkt 
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der Geraden ES mit der gleichseitigen Hyperbel sei G1; 
dann ist, da der Winkel SıEGı ein rechter ist, der 
Scheitelpunkt S Höhenpunkt des Dreiecks Sı G1G, folg- 
lieh steht die Sehne G Gı auf der Hauptaxe SSı oder 
a senkrecht, und die beiden Punkte G und Gı liegen 
bezüglich a symmetrisch, also ist a Mittellinie des Winkels 
GSGı. Die Tangente im Scheitelpunkt S steht auf a 
senkrecht, folglich hälftet sie den Nebenwinkel des 
Winkels GSGı1; die vier Strahlen: SSı, SE, SR, SG 
sind demnach vier harmonische Strahlen und die Punkte 
Sı, E, R, G vier harmonische Punkte; wir haben damit 
folgenden Satz bewiesen, den mit anderem Beweis schon 
Milinowski aufgestellt hat: 


„Zieht man durch einen Scheitelpunkt S einer 
„gleichseitigen Hyperbel eine Gerade, so schnei- 
„det diese die Hyperbel und ihren Scheitelkreis 
„in zwei Punkten, die durch S und die Tangente 
„des andern Scheitelpunkts Sı harmonisch ge- 
„trennt sind.“ 


oder anders ausgedrückt: 


„„In dem involutorischen Felde, dessen Involutions- 
„axe die gleichseitige Hyperbel H? in einem 
„Scheitelpunkt berührt, und dessen Involutions- 
„zentrum mit ihrem andern Scheitelpunkt zu- 
„sammenfällt, ist die gleichseitige Hoyperbel 
„ihrem Scheitelkreise zugeordnet.‘ 


Die Axen der gleichseitigen Hyperbel H? seien a 
und b; die Asymptoten q und qı; ihre unendlich fernen 
Berührungspunkte seien bezw. Qı und @ (Fig. 5). Die 
Polaren der Scheitelpunkte S und Sı von H? bezüglich 
des Scheitelkreises K? sind die Tangenten in diesen 
Punkten; die Pole der Asymptoten q und qı von H? 
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bezüglich K? sind bezw. die unendlich fernen Punkte 
Q und Qı von H?; die Polarfigur der gleichseitigen 
Hyperbel bezüglich ihres Seheitelkreises hat also mit 
ihr die beiden Scheiteltangenten gemein und berührt 


Fig. 5. 


ihre beiden Asymptoten in deren unendlich fernen Punkten; 
sie ist also mit ihr identisch. 

Ferner sind von jeder zur Hauptaxe a normalen, 
d. h. zu b parallelen Geraden die beiden Pole bezüglich 
H? und K? identisch; sie fallen nämlich in dem Punkte 


zusammen, der von der Geraden durch die beiden Schei- 
telpunkte hormonisch getrennt ist. 

Es seien PPı und PPs die Tangenten an H? in 
zwei Punkten Pı. Pe, die bezüglich der Hauptaxe a 
symmetrisch liegen; im Punkte P der Axe a fallen dann 
die beiden Pole der Geraden Pı Pa bezüglich der gleich- 
seitigen Hyperbel H? und ihres Scheitelkreises K* zu- 
sammen. Die Polare des Punktes Pı bezüglich H? ist 
die Tangente an H? in diesem Punkte; die Polare des- 
selben Punktes bezüglich K? muss durch P gehen, zu- 
gleich aber H? berühren, da die Polarfigur der gleich- 
seitigen Hyperbel bezüglich ihres Scheitelkreises mit ihr 
identisch ist; die Polare des Hyperbelpunktes Pı bezüg- 
lich K? ist also die zu PPı in Bezug auf a symmetrische 
Tangente PP2. Das Gleiche gilt von jedem Punkt der 
gleichseitigen Hyperbel. Die Polaren eines beliebigen 
Punktes der gleichseitigen Hyperbel in Bezug auf sie 
und ihren Scheitelkreis liegen also symmetrisch bezüg- 
lich der Hauptaxe a. Ebenso ergibt sich: Die Pole 
einer beliebisen Tangente der gleichseitigen Hyperbel 
in Bezug auf sie und ihren Scheitelkreis liegen symme- 
trisch bezüglich der Hauptaxe. 

Suchen wir zu den Schnittpunkten Bı, B2, Ba, Bu 
der Scheiteltangenten mit den Asymptoten von H? die 
Polaren bezüglich H? und des Scheitelkreises K?, so 
liegen auch diese bezüglich der Hauptaxe a symmetrisch 
(vgl. Fig. 5), und zwar sind sie bezw. zu den Asym- 
ptoten parallel. Wenn ein Punkt die Ebene durchläuft, 
so beschreiben seine beiden Polaren in Bezug auf H? 
und K“ zwei kollineare Felder. Diese Kollinearen Felder 
haben alle zur Hauptaxe a normalen Strahlen entspre- 
chend gemein, weil in jedem dieser Strahlen die beiden 
Polaren eines Punktes von a zusammen fallen; sie haben 


ebenso die Hauptaxe a und jeden Punkt von a entspre- 
chend gemein. Sie haben demnach perspektive Lage. 
Weil aber die beiden Polaren des Punktes Bı symme- 
trisch liegen in Bezug auf die Hauptaxe a, so liegen je 
zwei homologe Strahlen der kollinearen Felder symme- 
trisch in Bezug auf a und sind homologe Strahlen eines 
symmetrischen involutorischen Feldes, welches a zur 
Symmetrieaxe hat. Wie die beiden Polaren eines belie- 
bigen Punktes, so liegen auch die beiden Pole einer be- 
liebigen Geraden in Bezug auf H? und K? symmetrisch 
bezüglich der Hauptaxe a. 

Lassen wir in der Ebene von H? die Gerade g eine 
Kurve II. Ordnung umhüllen, so werden die Pole von g 
bezüglich H? und K? als homologe bezüglich der Haupt- 
axe a symmetrische Punkte zwei kongruente Kegel- 
schnitte beschreiben, die bezüglich der Hauptaxe symme- 
trisch liegen. Also: 

„Die Polarfiguren einer Kure II. Ordnung be- 
„züglich einer gleiehseitigen Hyperbel H? und 
„ihres Scheitelkreises K? sind zwei kongruente 
„Kegrelschnitte, die bezüglich der Hauptaxe von 
„H? zu einander symmetrisch liegen.“ 

Ist die Kurve zweiter Ordnung ein Kreis, so lässt 
sich beweisen, dass der Mittelpunkt M der gleichseitigen 
Hyperbel gemeinsamer Brennpunkt der beiden Kongru- 
enten Kegelschnitte ist; denn: 

Ziehen wir (Fig. 5) durch den Mittelpunkt O des 
Kreises K, den die veränderliche Gerade g umhüllt, 
zwei beliebige zu einander normale Durchmesser, so bil- 
den diese mit der unendlich fernen Geraden der Ebene 
ein Polardreieck des Kreises K. Zwei Eckpunkte die- 
ses Polardreiecks liegen im Unendlichen, der dritte ist 
der Mittelpunkt O des Kreises K. Den beiden unend- 


lich fernen Punkten des Polardreiecks entsprechen als 
Polaren in Bezug auf H? oder K? zwei Gerade durch 
den Mittelpunkt M von H?, die bezüglich einer der Po- 
larfiguren des Kreises K konjuziert sind und aufeinan- 
der senkrecht stehen. Da wir das Polardreieck des 
Kreises K können varlieren lassen, so giebt es unendlich 
viele Paare von Geraden durch M, die zu einander nor- 
mal und bezüglich der beiden Polarfiguren des Kreises 
K konjugiert sind. M ist also Brennpunkt der beiden 
kongruenten Kegelschnitte, da ja bekanntlich der Brenn- 
punkt eines Kegelschnitts Mittelpunkt einer rechtwinke- 
ligen Involution konjugierter Strahlen ist. Wir folgern 
hieraus: 


„Der Mittelpunkt M der gleichseitigen Hyperbel 
„ist gemeinsamer Brennpunkt der beiden Kon- 
„gruenten Kegelschnitte, welche die Polarfiguren 
„eines Kreises der Ebene in Bezug auf die 
„Hyperbel und ihren Scheitelkreis darstellen.“ 


Wenn der Kreis K durch den Mittelpunkt M von 
H? geht, so sind seine Polarfiguren in Bezug auf die 
gleichseitige Hyperbel H? und ihren Scheitelkreis K? 
zwei kongruente Parabeln, die M zum Brennpunkt haben. 
Denn die Polare von M bezüglich H? und K? ist die 
unendlich ferne Gerade, und diese berührt die beiden Polar- 
figeuren. Nun ist aber eine Parabel durch ihren Brenn- 
punkt M und zwei ihrer Tangenten eindeutig bestimmt; 
ebenso bestimmen die Pole dieser beiden Tangenten in 
Bezug auf H? einen Kreis, der sie mit M verbindet. 
Daraus folgt: 
„Jede Parabel der Ebene, welche M zum Brenn- 
„punkt hat, ist die Polarfigur eines durch M 
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„gehenden Kreises in Bezug auf H?. 


g 4. 


Gleichseitige Hyperbeln, die einem Dreieck oder Vierseit 
eingeschrieben sind. 


Es handelt sich um die Frage: wo liegen die 
Mittelpunkte der gleichseitigen Hyperbeln, die einem 
Dreieck eingeschrieben sind ? 


Es sei ABC ein der gleichseitigen Hyperbel H° 
eingeschriebenes Dreieck (Fig. 6). Dieses Dreieck ist, 


wie wir auf Seite 13 bewiesen haben, Polardreieck 
einer Parabel, deren Brennpunkt beliebig auf dem 
Feuerbach’schen Kreis des Dreiecks und insbesondere 
im Mittelpunkt M von H? angenommen werden kann. 
Diese Parabel mit dem Brennpunkte M ist bezüglich 
der gleichseitigen Hyperbel H? zu einem durch M 
gehenden Kreise K polar. Suchen .wir nun zu ‚jedem 
Eekpunkt des Polardreiecks ABC der Parabel die 
Polare bezüglich der gleicehseitigen Hyperbel, so erhalten 
wir die Seiten eines Polardreiecks des Kreises K; die 
Polaren der Eckpunkte ABC bezüglich H? sind aber 
die Tangenten von H? in diesen Punkten; wir haben 
damit den Satz bewiesen, den bereits Seydewitz auf 
andere Art begründet hat: 


„Der Mittelpunkt jeder gleichseiligen Hyperbel, 
„die einem Dreieck eingeschrieben ist, liegt 
„auf dem Kreise, der das Dreieck zum Polar- 
„dreieck hat.“ 


Der Mittelpunkt dieses Kreises ist bekanntlich der 
Höhenpunkt H des Dreiecks. Ist das Dreieck ABC 
rechtwinkelig, so reduziert sich der Kreis auf einen 
Punkt, den Mittelpunkt M der eingeschriebenen eleich- 
seitigen Hyperbel, und die Katheten des Dreiecks 
fallen mit den Asymptoten zusammen; wenn das Dreieck 
spitzwinkelig ist, dann wird der Kreis imaginär und es 
gibt in diesem Falle überhaupt keine gleichseitigen 
Hyperbel, welche die drei Seiten des Dreiecks berührt. 


Bekanntlich ist das Diagonalendreieck eines voll- 
ständigen Vierseits stets Polardreieck einer jeden Kurve 
zweiter Ordnung, die dem Vierseit eingeschrieben 
werden kann. Die Mittelpunkte aller gleichseitigen 
Hyperbeln, welche einem Vierseit eingeschrieben werden 


können, d. h. seine vier Seiten berühren, liegen deshalb, 
falls solche Hyperbeln überhaupt existieren, auf dem 
Kreis, der dem Diagonalendreieck des Vierseits um- 
schrieben wird; verbinden wir damit den bekannten 
Satz, dass die Mittelpunkte aller Kurven einer Kegel- 
schnittschar auf einer (Geraden, der Verbindungslinie 
der Mittelpunkte der drei Diagonalen des Vierseits sich 
befinden, so ergibt sich: 


„Es gibt höchstens zwei gleichseitige Hyperbeln, 
„welche einem Vierseit eingeschrieben sind, d.h. 
„vier gegebene Gerade berühren; ihre Mittel- 
„punkte sind die Schnittpunkte des Kreises um 
„das Diagonaldreieck des Vierseits mit der so- 
„genannten Mittelpunktsgerade der Kugelschnitt- 
„schar, welche dem Vierseit eingeschrieben 
„werden kann.“ 


Ein vollständiges Vierseit enthält vier Dreiecke; 
dass die Mittelpunkte aller gleichseitigen Hyperbeln, die 
einem Dreieck eingeschrieben sind, auf dem Kreise 
liegen, der das Dreieck zum Polardreieck hat, haben 
wir oben bewiesen; also folgt: 


„Wenn einem Vierseit zwei gleichseitige Hy- 
„perbeln eingeschrieben werden können, so sind 
„Ihre Mittelpunkte gemeinsame Punkte des 
„seinem Diagonalendreieek umschriebenen Kreises 
„und der vier Kreise, bezüglich derer die vier 


„in dem Vierseit enthaltenen vier Dreiecke 
„Polardreiecke sind.“ (Seydewitz.) 


Die Höhenpunkte der vier Dreiecke liegen deshalb 
in einer Geraden, nämlich in der Mittelsenkrechten der 
Mittelpunkte der beiden gleichseitigen Hyperbeln. 


8 5. 


Einige Hülfssätze und Satz von Bobillier. 


Wir gehen aus von dem Satze, dass alle einem 
Dreieck umschriebenen gleichseitigen Hyperbeln durch 
den Höhenpunkt des Dreiecks gehen. Ist, wie in Fig. 7 
das der gleichseitigen Hyperbel H? eingeschriebene 
Dreieck ABO rechtwinkelig, so fällt sein Höhenpunkt 
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mit dem Scheitelpunkt A des rechten Winkels zusammen, 
und das durch A gehende Höhenlot wird Tangente an 
H°? im Scheitelpunkt A; also: 


Fig. 7: 


„Von jedem einer gleichseitigen Hyperbel ein- 
„schriebenen rechtwinkeligen Dreieck ist die 
„Hypotenuse normal zu der Tangente des 
„gegenüberliegenden Eekpunktes.“ (Brianchon & 
Poncelet). 
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Wir folgern hieraus, indem wir den rechten Winkel 
um den Scheitelpunkt A drehen: 

„Die Hypotenusen aller einer gleichseitigen 
„Hyperbel eingeschriebenen rechtwinkeligen 
„Dreiecke, deren Katheten durch einen Punkt 
„A gehen, sind parallel und zur Tangente von A 
„normal.“ 

Die Hypotenusen dieser rechtwinkeligen Dreiecke 
gehen durch den unendlich fernen Punkt der Normale 
von H° im Punkte A. Der sogenannte Fregierpunkt 
des Punktes A von H? liegt also unendlich fern. Der 
zur Tangente in A konjugierte Durchmesser von H? 
verbindet A mit dem Mittelpunkt M von H?; der zu 
ihm normale Durchmesser ist Konjugiert zu den Hypo- 
tenusen der rechtwinkeligen Dreiecke, da ja bezüglich 
der gleichseitigen Hyperbel zwei sich rechtwinkelig 
schneidenden Geraden allemal zwei zu einander normale 
Durchmesser konjugiert sind. Nach diesen Ausführungen 
können wir dem obigen Satze eine etwas andere Fassung 
geben, so wie ihn Bobillier formuliert hat: 

„Alle Sehnen einer gleichseitigen Hyperbel, die 
„auf einer Tangente senkrecht stehen, werden 
„vom Berührungspunkt der Tangente unter 
„rechtem Winkel gesehen; der zu ihnen konju- 
„gierte Durchmesser steht senkrecht auf dem 
„Durchmesser, der den Berührungspunkt der 

„Tangente enthält.“ 

Einer gleichseitigen Hyperbel H® sei nun ein 
Dreieck C DE mit den Seiten c, d, e eingeschrieben 
(Fig. 8); um einen beliebigen Punkt P von H? schlagen 
wir einen Kreis k. Die Polarfigur von H? bezüglich 
dieses Kreises ist dann eine Parabel, denn sie berührt 
die unendlich ferne Polare des Punktes P. Die Eck- 
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punkte des der gleichseitigen Hyperbel eingeschriebenen 
Dreiecks CDE sind die Pole von drei Tangenten der 
Parabel; die Schnittpunkte dieser drei Tangenten, d.h. 
die Pole der Dreiecksseiten c, d, e bezüglich des Kreises k 
liegen mit dem Brennpunkt der Parabel auf einem 
Kreise k’. 


Fig. 8. 


Ks sei nun n die Normale und t die Tangente der 
gleichseitigen Hyperbel H? im Punkte P, und JJı sei 
eine zu n parallele Sehne. Weil, wie wir bewiesen 
haben, die zu einer Tangente normalen Sehnen aus dem 
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Berührungspunkte der Tangente unter rechten Winkeln 
gesehen werden, so sind PJ und P Jı zwei zu einander 
normale und somit konjugierte Durchmesser des Kreises K. 
Die Polaren der Punkte J und Jı von H? bezüglich des 
Kreises k sind demnach zwei aufeinander senkrecht 
stehende Tangenten der Parabel; und zwar schneiden 
sich diese auf der Tangente t von H?, weil t und die 
zu t normale Sehne J Jı von H? in Bezug auf k kon- 
jJugiert sind. Folglich ist die Tangente t der gleich- 
seitigen Hyperbel H? zugleich die Leitgerade der Parabel. 
Nach einem schon bewiesenen Satze steht der durch 
P gehende Durchmesser von H? senkrecht zu dem Durch- 
messer f, mit welchem die zu t normalen Sehnen konju- 
giert sind. Die Tangenten i und ıı der Punkte J und Jı 
von H? schneiden sich folglich in einem Punkte dieses 
zu PM normalen Durchmessers f, und die Pole der drei 
Geraden i, iı, f bezüglich des Kreises k liegen deshalb 
in einer Geraden. Die Pole von i und ıı bezüglich k 
sind aber die Berührungspunkte zweier zu einander nor- 
maler Tangenten der Parabel, und da solche stets mit 
dem Brennpunkt der Parabel in einer Geraden liegen, 
so folgt: der Pol F des Durchmessers f bezüglich des 
Kreises k ist der Brennpunkt der Parabel, die in Bezug 
auf k zu H? polar ist. Dieser Brennpunkt F liegt auf 
dem Durchmesser PM von H?, da PM und f zu einander 
normal und in Bezug auf k konjugiert sind. Der Punkt 
F liegt nun, wie schon erwähnt, mit den Polen der Drei- 
ecksseiten c, d, e bezüglich k auf einem Kreise K’; diesem 
Kreise k’ ist in Bezug auf k ein Kegelschnitt polar, 
der die Seiten c, d, e und den zu PM normalen 
Durchmesser f von H? berührt und den Mittelpunkt P 
von k zum Brennpunkt hat. Die Fusspunkte der Lote, 
die aus dem Brennpunkte P dieses Kegelschnitts auf 
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seine vier Tangenten c, d, e, f gefällt werden, liegen 
aber nach einem bekannten Satze auf einem Kreise. 
Da PM im Mittelpunkte M von H? zu f normal ist, so 
ergibt sich: 


„Die Fusspunkte der Lote, die von einem be- 
„liebigen Punkte der gleichseitigen Hyperbel H? 
„auf die Seiten eines ihr eingeschriebenen Drei- 
„eckes gefällt werden können, liegen mit dem Mit- 
„telpunkt von H?auf einem Kreise.“ (Bobillier.) 


8 6. 
Konzentrische gleichseitige Hyperbeln, die sich recht- 
winkelig schneiden. 


Wir betrachten jetzt zwei gleichseitige Hyperbeln 
(Fig. 9), von denen jede die Axen der andern zu 
Asymptoten hat. Sei M der gemeinsame Mittelpunkt 
dieser beiden gleichseitigen Hyperbeln H? und Hı?, und 
P ein beliebiger Punkt der Ebene. Die beiden Durch- 
messer d und dı, welche dem Durchmesser M P in Bezug 
auf H?® und Hı? konjugiert sind, stehen aufeinander 
senkrecht; denn der von ihnen gebildete Winkel ist 
doppelt so gross wie der Winkel zwischen der Asym- 
ptote bı und der Nebenaxe b von H?. Die Polaren des 
Punktes P in Bezug auf H? und Hı? sind aber zu den 
Durchmessern d und dı parallel. Somit ergibt sich: 


„Die Polaren eines Punktes P bezüglich zweier 
„gleichseitiger Hyperbeln, von denen jede die 
„Axen der andern zu Asymptoten hat, stehen 
„aufeinander senkrecht.“ 


Die Polaren eines Schnittpunktes P’ der beiden 
gleichseitigen Hyperbeln sind deren Tangenten in P’. Also: 
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„Diese gleichseitigen Hyperbeln schneiden sich 
„in jedem ihrer gemeinsamen Punkte recht- 
„winkelig.“ 

Die Tangente t im Punkte P von H? (Fig. 10) 
schneide die beiden Asymptoten von H?®in den Punkten 
T, Tı; ferner sei MD das vom Mittelpunkt M auf t ge- 
fällte Lot. Der Berührungspunkt P der Tangente ist 
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Fig. 9. 


dann der Mittelpunkt der Strecke TTı, da bei jeder 
Hyperbel das zwischen den Asymptoten liegende Stück 
einer Tangente durch deren Berührungspunkt gehälftet 
‚wird. Die drei Punkte T, M, Tı liegen aber auf einem 
Kreise, der T'Tı als. Durchmesser fasst, da das Drei- 
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eck TMTı in M rechtwinkelig ist. Es ist also PTi 
= PT=!PM  undufolglieh: PT M-iS&PM Ta 
Winkel PTM und DMTiı ergänzen beide den Winkel 
DTıM zu einem Rechten; es ist demnach: <SPTM 
—=<PMT=<XDMT:. Die Hauptaxe a halbiert also 


den Winkel zwischen dem Durchmesser MP und dem 
Lote MD und es folgt: 
„Das Lot, welches aus dem Mittelpunkt M einer 
„gleichseitigen Hyperbel H? auf die Tangente 
„in einem Punkte P von H? gefällt ist, und der 
„nach dem Berührungspunkt gezogene Durch- 
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„messer sind durch die beiden Axen von H? 
„harmonisch getrennt.“ 


Die Axen a und b von H? sind die Asymptoten 
einer andern gleichseitigen Hyperbel, welche diese in 
P rechtwinkelig schneidet, also können wir dem obigen 
Satze anfügen: 


„MP und MD sind konjugierte Durchmesser 
„einer andern gleichseitigen Hyperbel, welche 
„die gegebene in P rechtwinkelig schneidet.“ 


Die Normale des Hyperbelpunktes P (Fig. 10) ist, 
wie aus dem Satze auf Seite 29 folgt, Tangente einer 
andern gleichseitigen Hyperbel Hı?, welche H? in P recht- 
winkelig schneidet und die Axen a, b von H? zu Asym- 
ptoten hat. Das zwischen diesen Asymptoten gelegene 
Stück B Bı der Tangente wird im Berührungspunkt P 
gehälftet, ebenso wie die Strecke TTı der in Pan H? 
gezogenen Tangente. Die beiden Dreiecke BMBı und 
TMTı sind in M rechtwinkelig; die Mittelpunkte der 
beiden Hypotenusen dieser rechtwinkeligen Dreiecke 
fallen in P zusammen; es liegen folglich die vier Punkte 
T,Tı,B,Bı mit M auf einem Kreise um P, und wir 
schliessen : 


„Schlägt- man um einen beliebigen Punkt P der 
„gleichseitigen Hyperbel, deren Mittelpunkt M 
„ist, mit MP als Radius einen Kreis, so trifft 
„dieser die beiden Asymptoten in zwei Punkten 
„der Tangente, die beiden Axen in zwei Punkten 
„der Normale dieses Punktes.“ 


Die Schnittpunkte einer beliebigen Hyperbeltangente 
mit den Asymptoten liegen bekanntlich mit den beiden 
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